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Sammanfattning

Manniskan har i allatider stravat efter att [6sa de problem som hon stills infor. Da forntidens
problem kanske ofta handlade om att skapa verktyg for att underlitta livet, handlar det idag
ofta om att |6sa olika typer av berdakningsproblem eller stéilla olika typer av diagnoser. Medan
antalet paverkande faktorer okar linjart i ett problem tenderar antalet mojliga l6sningar ofta
vixaexponentiellt. Dettaimplicerar i sin tur att det oftainte ens ar mojligt att 16sa ett problem
exakt inom en rimlig tidsram och det ir hir optimering kommer ini bilden. Aven ett till synes
enkelt problem kan resulterai en sokrymd s stor att det kommer ta flera miljarder ar att ens
genomsoka en brakdel av den med hjélp av traditionella metoder. For att garantera en optimal
l6sning finns det namligen inget annat mojligt tillvigagangssitt dn att genomsoka
tillstandsrymden i dess helhet. Denna uppsats syftar till att ge en introduktion till vanliga
tekniker for optimering med hjélp av heuristik och genetiska algoritmer. Vi kommer att visa
att det vid anviandandet av nagon av dessa tekniker d&r mojligt att hitta en nara optimal [16sning
inom loppet av nagra sekunder, beroende pa problemets komplexitet. Anvindandet av nagon
av dessatekniker kan i mangafall vara helt nodvandigt for att ens kunna hitta en 16sning inom
en rimlig tidsram.

Optimering ar ett vildigt stort omrade som inte bara beror datavetenskap, och det gar inte
att tacka hela detta omrade i en uppsats utan att endast skrapa pa ytan. Denna uppsats syftar
till att 6ppna dorren och taforsta steget in till dennaintressanta varld som manga ganger styrs

med hjalp av slumpen.



Evolutionary computing vs classical

optimization

Abstract

The human being has since the beginning of time always strived to solve the problems she
encounters. While the earlier problems often were about creating tools to make everyday life
easier, the problems of today tends to be to solve different kinds of calculations or make
different kinds of diagnosises. When the number of factors affecting the problem increases
linearly, the number of possible solutions tends to increase exponentially. Thisin turn implies
that in many cases it isn’t even possible to solve a problem exactly within a reasonable time
frame, and that’s why the use of optimization comes into the picture. Even a problem that
appears to be fairly simple might lead to a search space so large that it will take several
billions of years to search through even a portion of it using traditional methods. To guarantee
an optimal solution there is simply no other way than to search through the search space in its
entirety. This dissertation aims to give an introduction to common heuristic and genetic
optimization techniques. We are going to show that by using any of these techniques makes it
possible to find anear optimal solution within afew seconds, depending on the complexity of
the problem. The use of these techniques can in many cases be a necessity for finding a

solution at all within a reasonable time frame.
Optimization in general is a very large area that not only involves computer science, and it is

not possible to cover all of it in adissertation like this. This dissertation aims to open the door

and take the first step into this interesting world that many timesis ruled by randomness.

Vi
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1 Inledning

Forskningen kring artificiell intelligens (Al) startade efter andra varldskriget och riaknas idag
till ett av vara nyare forskningsomraden. Idag anvands tekniker tillhérande Al overallt, i allt
ifran posthanteringssystem, operativsystem sasom Windows till rymdfarkoster. En
fundamental del inom Al har allt sedan dess fodelse varit problemlosning av olika slag. En
anledning till det stora intresset for problemlosning ar att flertalet problem tenderar att krava
en enorm beriakningskapacitet for att |6sas. En problemlésares uppgift ar att finna en sekvens
av hiandelser som leder fram till ett 6nskat mal, och varje sekvens av handel ser som leder fram
till 6nskat mal &r en l6sning pa problemet. Ett problem har siledes ofta flera l6sningar, vilka
kan variera i kvalité¢. Ofta dr det inte mojligt att hitta en optimal 16sning, dvs den basta
l6sningen utifran nagon form av bedomning, pa ett problem inom en rimlig tidsram med de
problemlésningsmetoder som finns. Saledes kan det ibland vara en nédvandighet att noja sig
med en nira optimal [6sning vilket kan varanog sa kravande berdkningsmassigt. Ett intressant
omrade inom problemlésning som bygger pa detta dr optimering, dar mycket resurser lagts
under senare halvan av 1900-talet.

Varje problem kan anses ha ett antal tillstand, dér ett tillstand beskriver statusen av
I6sningen som tillstdndet representerar. Exempelvis ar en uppstilining av schackpjaser i ett
parti schack ett tillstand. Vidare kan en [6sning beskrivas som en sekvens av tillstand for att
na det dutgiltiga tillstandet, malet eller i schack tillstandet schack matt. De algoritmer vi
anvinder for att |6sa ett givet problem opererar pa mangden av problemets alla tillstand, den
sa kallade tillstandsrymden for problemet. Da de olika tillstanden ér av varierande kvalitet
med avseende pa en viss optimal 16sning, sa forsoker algoritmerna optimera med avseende pa
tillstandens kvalitet. Nar vi hadanefter i uppsatsen namner optimering ar det med syftning pa
resonemanget ovan och inte med avseende pa optimeringsproblem som man normalt syftar pa
inom matematiken.

Flertalet algoritmer har utvecklats med syftet att finna niara optimala l6sningar samtidigt
som berakningstiderna forsoks minimeras. Tva stora grupper av dessa algoritmer, sa kallade
optimeringsalgoritmer, dr idag de som bygger pa heuristik respektive evolution. Vi skall i
denna uppsats behandla dessa bada grupper och utfora ett experiment dér vi stiller dessa mot

varandra for att utrona eventuella skillnader i effektivitet.



Vi har valt att inleda var uppsats med en snabb historisk éversikt ver utvecklingen inom
Al och problemlosning i kapitel 2, varefter kapitel 3 4r en genomgang av problemlésning med
hjalp av sokning. Detta kapitel ger en inblick i svarigheterna med problemlésning och hur
man med hjalp av heuristik kan effektivisera l6sningen av svéra problem. En god forstaelse
for principerna med heuristisk sokning ar nodvandigt da vi senare i uppsatsen tar upp
optimering med heuristik.

Innan vi gar in pa teknikerna for optimering, tar vi i kapitel 4 upp nagraklassiska problem
vilka kan 16sas med optimeringstekniker. Dessa problem kommer senare i uppsatsen anvandas
i diverse exempel och dven experimentet bygger pa ett av dessa. Vidare éar en inblick i hur
svarlosta manga problem kan vara nodvandigt for att forstd behovet av nagon form av
optimering.

Kapitel 5 tar upp den forsta typen av optimering, optimering med heuristik, och kapitel 6
den andra, optimering med hjilp av genetiska algoritmer. Slutligen kommer vi i kapitel 7
jamfora algoritmer ur dessa tva grupper genom implementation och applicering pa ett kint

problem, Traveling Salesman Problem.



2 En kort historisk introduktion

Artificiell intelligens (Al) dr en term som manga av 0ss nagon gang har kommit i kontakt med
men vars innebord fa egentligen kanner till. Mangatanker direkt pa robotar eller andra system
som kan tianka och agera gélvstandigt men faktum ar att Al ar ett brett omrade med méanga
olika grenar varav de ovanniamnda endast ar en delmangd. Det forsta steget mot Al togs redan
ar 384-322 f.K. av Aristotle da han formulerade ett sitt att resonera vilket han kallade
syllogism [1]. Sjalva termen Al myntades dock inte forran 1956 av John McCarthy och fram
till dess anvindes flertalet andra namn*. Det tidigaste arbetet som idag kan hirledas till Al
gjordes av Warren McCulloch och Walter Pitts ar 1943 och behandlade artificiella neuroner
[2]. Flertalet av de tidiga programmen som anviande sig av Al var diremot av
problemlosningskaraktar vilken grundar sig pa sokning. Anviandandet av heuristik for
effektivisering av sokning introducerades ar 1958 av Simon och Newell vilket har haft stort
inflytande pa problemlésning, men det skulle dréja nagra ar innan termen heuristisk sokning
kom till. Grunden for genetiska algoritmer for optimeringsproblem lades av Box och
Friedman pa slutet av 1950-talet [2]. De forsta genetiska algoritmerna uppfanns pa 1960-tal et
av flertalet oberoende forskargrupper men implementerades forst pa 1970-talet av John
Holland och hans studenter [3], [4].
Vi amnar ta upp mer detaljerad historik under respektive omrade.

1 Complex information processing, machine intelligence, heuristic programming och cognology &r nigra av
dessa.



3 Problemlésning med sokning

Manniskan har i allatider stravat efter att [6sa de problem som hon stills infor. Da forntidens
problem kanske ofta handlade om att skapa verktyg for att underlitta livet, handlar det idag
ofta om att |6sa olika typer av berakningsproblem eller stéilla olika typer av diagnoser. For en
ldkare innebar problemlsning att systematiskt utvardera alla mojliga orsaker och utifran detta
stillaen diagnos. For en datormotstandare i ett datorspel handlar det om att i forvag utvardera
olika typer av agerande samt vad dessa skulle ledatill, och utifran detta gora ett val. Det kan
kanske vid forsta anblicken verka valdigt triviat; uppratta ett soktrad over alla mojliga fall
och traverserartills det att en 6nskad |6sning ar funnen. Men da problemet okar linjart i storlek
kommer oftatiden for att [6sa problemet 6ka exponentiellt, en tid som inte alltid ar tillganglig.
Som ett exempel pa stora problem har det gjorts en uppskattning av antalet olika tillstand for
briidet i schack till 10" vilket ar storre in antalet nanosekunder som passerat sedan big bang
[5]. En grundlidggande del inom artificiell intelligens har altid varit problemlésning, dar det
ofta handlar om att forenkla och i mangafall mojliggoralésningen av komplexa problem.

En probleml6sares uppgift ar att finna en sekvens av handelser som leder fram till 6nskat
mal [2]. For en likare kan malet vara att stilla en korrekt diagnos, medan for en
datormotstandare i ett spel dr det att vinna spelet eller partiet. En sokalgoritm tar emot ett
problem som input och returnerar en losning i form av en sekvens av hiandelser [2]. Denna
sekvens av handelser kan betraktas som en vig fran start till mal. En optimal 16sning ar den
l6sning pa ett problem som har ldagst, eller hogst om det vore ett maximeringsproblem, totala
kostnad, dir kostnad ér en generell beteckning pa arbetsbordan att ta sig fran en nod till en

annan. | manga fall kan det namligen finnas flera alternativa viagar fram till sasmmamal.
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Figur 3.1: Hitta en vdg fran Atill D.



L ésning Total kostnad
A-B-C-D 5
A-B-D 9
A-C-B-D 12
A-C-D 6

Tabell 3.1: Optimala lssningen dr den vigen med ldgst totala kostnad.

| detta kapitel kommer vi att ga igenom nagra vanliga problemlsningsalgoritmer. Alla
dessa anvands for att traversera soktrad for att hitta en 16sning pa det aktuella problemet. Vi
har valt att borja med blinda sokalgoritmer eftersom kunskap om dessa ar nodvandig for att fa
en helhetsbild 6ver omradet, och da o6vriga problemlésningsalgoritmer bygger vidare pa
dessa. Forhoppningen ar att lasaren i och med detta kapitel tydligt ska se fordelarna med

heuristiska sokmetoder gentemot blinda sokmetoder.

3.1 Blinda sokningar

Inom artificiell intelligens kallas en sokning i ett trad eller en graf dar algoritmen inte har
nagon information forutom galva problemdefinitionen for en blind sokning, alternativt
oinformerad sokning [2]. Blinda sokalgoritmer for problemlosning dr en central del av klassik
datavetenskap. Dessa algoritmer ar relativt okomplicerade jamfort med heuristiska (se 3.2)
sokmetoder, da det enda de kan goéra dr att avgéra om den nuvarande noden ar en sokt malnod
eller inte. Da dessa algoritmer inte anvander sig av heuristik vid vagval utan foljer ett bestamt
monster varje gang, leder det till att de ofta ar valdigt ineffektiva och har hog tidsitgang for
mer komplexa problem. Méanga storre problem ér rent av olosbara med blinda sokningar.

| foljande delkapitel kommer vi att ta upp tre vanliga blinda sokmetoder — depth-first,

breadth-first och interative deepening — och illustrera dessa med hjalp av mindre exempel.

3.1.1 Depth-first
Depth-first, daven kallad djupet forst, ar en sa kallad blind sokmetod vilken altid stravar efter

att traversera ett trid pa djupet, det vill siga den undersoker en nods barn? innan nodens

2 0m en nod n ligger pa en viss niva p, 4r ett barn b till n en nod som ligger pa niva p+1 och har en direkt link
till n. Noden n &r foralder till b.



syskon® [5]. Algoritmer av typen depth-first delas vanligtvisin i tre olika kategorier efter dess
traverseringsordning; pre-order, in-order och post-order. Traverseringsordningen avgor i
vilken ordning noden och dess barn kommer att evalueras. Figur 3.2 illustrerar ett binart trad
vilket traverseras med depth-first i pre-order, diar noden gilv evalueras fore dess barn. |
motsats till detta evalueras nodens barn innan noden gilv i post-order, vilket illustreras i
Figur 3.4. In-order foljer samma monster vid ett binart triad, dar noden gélv evalueras mellan
dess barn, men vid trad innehallande noder med fler @n tva barn &r inte ordningen entydigt
definierad.

En klar nackdel med depth-first search &r att evalueringsordningen kan bidra till
ineffektivitet vid felaktiga vagval. Antag exempelvis att om mélnoden i Figur 3.3 4r C sa
tvingas dnda hela vanstra subtridet att evalueras.

Ur implementationssynvinkel kan depth-first enkelt implementeras med rekursion eller
iterativt med hjélp av en stack.

Figur 3.2: Pre-order depth-first search traversering.

14‘.1
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Figur 3.3: In-order depth-first search traversering.

% Allanoder som har samma forilder ir syskon.



Figur 3.4: Post-order depth-first search traversering.

3.1.2 Breadth-first

Breadth-first, dven kallad bredden forst, evaluerar alla noder pa niva » innan noder pa nista
niva, n+1, evalueras. | defal kanternainte ar forknippade med olika vikter och da en 16sning
existerar resulterar breadth-first search alltid i den optimala vagen. Figur 3.5 illustrerar
ordningen i vilken breadth-first evaluerar ett trads noder och vi ser tydligt hur niva efter niva
systematisk traverseras. Detta implicerar att antalet noder N som i virsta fall behover

genereras dr, bortraknat rotnoden,

b
N=a+a?+..+a’+@"*-a)=a'"-a
i=0

dar o dr det maximala antalet barn per nod och £ ar den niva dar [6sningen aterfinns eller
totala antalet nivaer da l6sning saknas [2].
Vid implementation av breadth-first search anvands en ko for temporér lagring av noder.

nt+l
nt2

nt3

Figur 3.5: Breadth-first traversering.



3.1.3 Iterative deepening

Iterative deepening, dven kallad iterative deepening depth-first, 4r dverlag den sokmetod att
foredra bland de blinda sokmetoderna nar sokrymden ar stor och djupet okant [2]. Iterative
deepening kan likstillas med en upprepad variant av depth-first search. Skillnaden mellan
iterative deepening och vanlig depth-first ar att i iterative deepening upprepas en nagot
modifierad version av depth-first algoritmen » ganger, dér » ar antalet nivaer i soktradet, eller
tills en 16sning hittas. Modifikationen av depth-first search ar att den avbryter sskningen efter
att ha natt ett angivet djup. Under forsta iterationen av depth-first genomsoks endast forsta
nivan av soktradet och direfter utvidgas djupet med en niva for varje iteration. Algoritmen
kan vid forsta anblick forefalla ineffektiv men da den drar fordel av bade depth-first search
ldga minnesanvandning samt breadth-first search formaga att finna den optimala |6sningen
visar den sig trots allt vara effektiv [2]. Det totala antalet noder N som behover genereras ér,

bortriknat rotnoden,

b-1
N = (b)a +(b - 1)8.2 +,_,+(1)a b :é (b _ I)a (i+1)
i=0

dar o dr det maximala antalet barn per nod och £ ar den niva dar [6sningen aterfinns eller
totala antalet nivaer da |6sning saknas [2]. Figur 3.6 illustrerar iterative deepening search pa

ett trad med fyra nivaer, gramarkerade noder berors g av den aktuella sokningen.
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Forsta iterationen av depth-first search. Andra iterationen av depth-first search.
Endast den forsta nivin genomsdks. Endast forsta och andra nivén genomsdéks.

Tredje iterationen av depth-first search. Fjirde iterationen av depth-first search.
Allanivaer férutom sista genomséks. Alla nivéer genomsdéks, sékningen
fulléindad.

Figur 3.6: Iterative deepening search med pre-order evaluering.

3.2 Sokning med heuristik

Diar vi i kapitel 3.1 behandlade blinda sokmetoder, vilka enbart bygger pa gilva
problemdefinitionen, kommer vi i detta kapitel istéillet riktain oss mot sckmetoder vilka dven
anvinder sig av problemspecifik kunskap for att ytterligare forsoka effektivisera
problemlésningen. Sélva ordet heuristik harstammar fran det grekiska ordet eurisco, vilket i
sin tur betyder ”jag upptacker”. Vid sokning med heuristik viljs inte traverseringsordningen
systematiskt pa samma sitt som med de blinda sokningarna utan en slags “bast forst”
funktion, evalueringsfunktion, tillampas vid traverseringen [3]. Med hjilp av
evaueringsfunktionen ar det mojligt att vilja den vag som forefaler leda till en 16sning pa
problemet, istéllet for att traversera allavégar en efter en. Manniskan fungerar pa ett liknande

sitt, vi viljer inte alltid det forsta valet utan utvirderar de val som finns och utifran det viljer



vi det som forefaller bast. Observera att nagot som forefaller vara bast inte alls behover vara
den optimala I6sningen, den behover faktiskt inte als leda till en [6sning. Pa liknande sitt
fungerar sokning med heuristik, den garanterar inte nagon |6sning och effektiviteten beror till
stor del pa kvalitén hos eval ueringsfunktionen.

Vid implementation anvands ofta en form av priotiteringskoé dar de mest lampade valen far
hogre prioritet én de mindre lampade valen [2].

Heuristisk sokning kan med fordel tillampas da sokrymden for ett problem helt enkelt ar
for stor for att kunna genomsokas i sin helhet inom en rimlig tidsram. Schack ar ett typiskt
exempel pa detta diar sokrymden blir oéverskadlig. Heuristik anvands dven i de fall dar
problemet saknar en entydig 16sning, det vill sigai de fall dar exakt 16sning saknas eller inte

ar tydlig, for att forsoka ge en sa bra l6sning som mojligt [5].

3.21 Heuristisk funktion

En heuristisk funktion, h(n), uppskattar avstandet/kostnaden mellan en nod n och |6sningen av
det givna problemet (malnoden). For att kunna gora denna uppskattning kravs det att den
heuristiska funktionen har extrainformation om det specifika problemet. Detta innebar att den
heuristiska funktionen blir problemspecifik, och inte kan appliceras pa andra problem. Hur vl
genomtankt en heuristisk funktion ar avspeglar sig direkt pa den aktuella sokmetodens
kvalité. | manga fall kan den heuristiska funktionen hamtas nastan direkt utifran l6sningen,
som i fallet med TSP (The Traveling Salesman Problem, se kapitel 4.1) dar totala kostnaden
for att besoka ett antal stader ska minimeras. | vissa speciellafall dr dock detta inte mojligt,
och det blir da svarare att hittaen lamplig heuristisk funktion som passar problemet.

For att oka forstaelsen ytterligare skall vi nedan ge ett exempel pa tva olika sitt att
implementera en heuristisk funktion for 8-puzzle problemet. 8-puzzle gar ut pa att utifran en
slumpad start position, Figur 3.7, flytta ett nummer i taget tills det att malpositionen, Figur
3.8, uppnatts. En forflyttning kan endast ske till den tomma rutan fran en intilliggande ruta.
Vidare far en forflyttning endast skei vertikalt respektive horisontellt led.

En enkel typ av heuristisk funktion &r att summera antalet rutor vilka inte befinner sig pa
sin malposition. En sadan heuristisk funktion skulle i Figur 3.7 returnera vardet §ju. En annan
teknik &r att summera antalet steg mellan varje ruta och dess malruta, vilket i Figur 3.7 skulle

returneraett virde av atta
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Figur 3.8: 8-puzze mulposition.

3.2.2 Evalueringsfunktion

Evalueringsfunktionen, f(n), undersoker hur lampliga en eller flera specifika vagar &r for att
na en losning. Genom att jamfora flertalet viagar med hjalp av eval ueringsfunktionen kan man
pa sa sitt avgora vilken viag som forefaler mest lamplig. Till sin hjdlp anvinder sig
evaueringsfunktionen av den problemspecifika heuristiska funktionen och eventuellt
ytterligare information for att maximera tillforlitligheten. Det finns huvudsakligen tva
varianter av evalueringsfunktioner, ordnade respektive numeriska [3]. De ordnade tar emot
flertalet viagar och returnerar dessa ordnade efter lamplighet. De numeriska tar emot en vig

och returnerar ett virde pa dess lamplighet.

3.2.3 Greedy best-first
Greedy best-first, i vanligt tal aven refererad till som bast-forst sokning, ar den enklaste typen
av heuristisk sokning. Evalueringsfunktionen for greedy best-first anviander sig inte av nagon

ytterligare information férutom den heuristiska funktionen.
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f(n) = h(n)

Eftersom inte nagon ytterligare information anvands kommer algoritmen altid att vilja den
vag vilken for stunden forefaller mest 1amplig. Detta leder oundvikligen till ett beteende som
kan liknas med depth-first. Likt depth-first forsoker Greedy best-first folja en enskild vag fran
start till mal och 6verviager andra viagar forst da en atervandsgrand stots pa vilket i sin tur
implicerar att greedy best-first search inte ar optimal. Skillnaden gentemot depth-first ar dess
traverseringsordning. Dé traversering i depth-first sker systematiskt efter samma monster
varje gang valjer i stillet greedy best-first alltid den viag som forefaller bast. | varstafall leder
dettatill en komplexitet av O(b™) dér b 4r antalet barn per nod (b £ «) och mir det maximala
djupet av soktradet [2]. Komplexiteten hos greedy best-first kan dock sinkas avsevirt med
hjalp av en bra heuristisk funktion.

Figur 3.9 visar en vigkarta som ligger till grund fér de kommande exemplen pa bade
greedy best-first och senare A* search (se 3.2.4). Mélet med exemplen ar att finnaen vag fran
Uuldza till Dashbalbar. Tabell 3.2 anger fagelviagsavstaind mellan angiven stad och var
malstad, Dashbalbar, och motsvarar var heuristiska funktions uppskattade varden.

Dashhalbar

Unldza

Bulzan

Figur 3.9: Forenklad vdgkarta over en del av nordostra Mongoliet, strdackorna dr

uppskattade och angivna i km.
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Stad Avstand
Bayandun 80
Bayan-Uul 125
Bulgan 177
Dashbal bar 0
Ereen 142
Hogno 115
Uuldza 140

Tabell 3.2: Fagelvigsavstand till Dashbalbar, anvéinds av h(n).

Figur 3.10 illustrerar ett exempel pa greedy best-first search dér siffrorna under tradets
noder motsvarar de uppskattade vardena givna av den heuristiska funktionen. Dessa varden ar
helt enkelt fagelviagsavstandet fran nuvarande stad (eller nod) till malet, Dashbalbar, vilket
innebdr att algoritmen alltid kommer att vilja den stad som &r niarmast malet. Det har
arbetssittet med att altid valja den viag som forefaller mest lampad har lett till att algoritmen
klassas som girig, darav namnet.

Fran Figur 3.9 kan vi ocksi se att den rekommenderade vigen av greedy best-first search i

det har fallet ar en giltig 16sning pa problemet, men inte den optimala.

Figur 3.10: Greedy best-first applicerat pd problemet att hitta en vdg fran Uuldza till
Dashbalbar (se karta i Figur 3.9)
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324 Ax

Att alltid valja den for stunden basta vigen kan kanske forefalla logiskt, men som vi sett
tidigare dr detta inte alltid det mest optimala arbetssittet. PA grund av detta gjordes det ar
1968 en vidareutveckling av greedy best-first som fick namnet A*. Denna vidareutveckling
gjordes av Hart, Nilsson och Raphael for att istillet ta hansyn till den totala kostnaden for en
losning. For att mojliggora detta anvinder sig evalueringsfunktionen av ytterligare en
funktion, g(n), vilken returnerar den exakta kostnaden fran startnod till den nuvarande noden,
n. Genom att kombinera g(n) med den heuristiska funktionen, h(n), ar det mojligt att fa ett
uppskattat virde pa kostnaden for hela losningen.

f(n) = g(n) + h(n)

Det gar att visa att A* ar optimal si lange den heuristiska funktionen inte Gverskattar
kostnaden av viagen fran den nuvarande noden till méalnoden. Ett annat krav for detta ar att
ingen kostnad for nagon kant i soktradet dr negativ [1]. Vidare d&r A* optimalt effektiv for en
godtycklig heuristisk funktion. Detta innebar att det inte existerar nagon annan algoritm som
ar optimal samt kan garantera generering av farre noder an A* vid anviandandet av samma
heuristiska funktion [2]. Precis som med ovanstaende algoritmer, kommer A* alltid att finna
en [6sning savida tids- och minnesitgang inte dr begransande faktorer.

| Figur 3.11 illustreras samma problem som i 3.2.3, fast med hjdlp av A*. Dd A*s
evalueringsfunktion ser ut som den gor, innebar siffrorna under en nod helt enkelt summan av
det exakta fardavstandet fran start till nuvarande nod, g(n), och fagelavstandet fran nuvarande
nod till malnoden, h(n). Den uppmarksamme ldsaren kanske redan har noterat att vigen som
foresprakas av A* dven dr den optimala losningen pa problemet. Det ar mojligt for A* att
hitta den optimala losningen, eftersom den heuristiska funktionen returnerar

fagelvagsavstandet och detta avstand aldrig kan vara en dverskattning av en stracka.
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Bayan-Uul

18+125=143 151+177=328 112+115=227 151+177=328 112+113=227

18+59+80=157 18+27+142=187

151+177=328 112+115=227

18+27+142=187

Dashbalbar

18+59+88+0=165 18+59+90+115=282

Figur 3.11: A* applicerat pa problemet att hitta en vig fran Uuldza till Dashbalbar (se karta
i Figur 3.9)

Eftersom A* lagrar alla besokta noder och den basta vagen till varje nod, kommer
minnesatgangen bli betydlig. Detta implicerar att A* ar i det nirmaste obrukbar for stora
problem. Pa grund av detta har det utvecklats flertalet forbattringar av A*, som syftar till att
minska tids- och minnesitgangen. Vi tianker inte ga in pa dessa, men den intresserade ldsaren
kan hitta information om dessa i flertalet bocker, bland annat i Artificial Intelligence: A

Modern Approach av Stuart Russell och Peter Norvig.
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4 Klassiska problem

| kapitel 3 tog vi upp problemlésning dar I6sningen utgjordes av en viag. Vagen &r en
uppsittning sekventiella steg som maste tas for att komma fran utgangslaget till malet. 1 det
har kapitlet skall vi i1 dillet ta upp ett par problem vilka kan betraktas som
optimeringsproblem, dar gjalva stegen fram till malet saknar betydelse utan dir enbart malet
ar losningen. Eftersom vagen fram till [6sningen inte ar av intresse far detta till foljd att de
algoritmer som anvands for att 16sa denna typ av problem inte behover lagra information om
tidigare utforda steg. Detta gor i sin tur dessa algoritmer minnessnala [2]. Nedan gar vi
igenom ett par problem med fokus pa The Traveling Salesman Problem eftersom det kommer

att liggatill grund for vart experiment senare i uppsatsen.

4.1 TheTraveling Salesman Problem

Problemet med den resande forsiljaren, mest kiant som The Traveling Salesman Problem eller
forkortat TSP, har linge intresserat forskare virlden éver. Namnet “Traveling Salesman
Problem” tros ha uppkommit i USA ar 1955 i en artikel av Morton och Land. | artikeln
beskrevs problemet som en forsiljare vilken skulle besoka de 48 del staterna samt Washington
D.C en gang vardera i en sadan ordning att den totala fardstrackan minimerades. Sedan dess
har flertalet varianter, exempelvis Clustered TSP, uppkommit for att spegla verkliga problem
som dykt upp [3]. Problemet kan liknas med att sika efter den kortaste Hamilton cykeln® i en
graf vilket matematiker intresserade sig for redan pa 1800-talet [6]. Det drojde dnda fram tills
ar 1972 innan nagon bevisade att TSP var NP-hard [2], det vill siga dess komplexitet kan inte
bevisas krava mindre dan exponentiell tid for att 16sas utan hjalp av heuristik [5].

Generellt kan sigas att TSP gar ut pa att en forsiljare ska besoka n stider en gang var med
kortast mojliga fardstricka. Given mangden av alla Hamilton cykler i en graf, soker vi alltsa
ur en matematisk synvinkel den Hamilton cykel vilken har l4gst totala kostnad dar kostnaden
ar summan av vikterna hos samtliga kanter i cykeln. Problemet gar alltsa ut pa att hitta den

viag som passerar alla noder i en graf en gang, och med sa liten kostnad som mojligt. Det &r

* En oriktad graf anses innehilla en Hamilton cykel di det existerar en cykel sidan att den forbinder samtliga
grafens noder (vertices). En cykel dr en viag (path) dir startnoden dr samma som slutnoden. Vidare siger
definitionen av en vig att ingen nod far upprepas. [6]
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latt att inse att om det finns en direktviag fran varje nod till ala andra noder, kommer det att
finnas n! antal mojliga viagar. Om man bortser fran i vilken nod farden startar, kan antalet
majliga vagar reduceras till (n-1)!, da det finns n versioner av varje vig diar endast start- och
malnoden ar olika. | fallet med symmetrisk TSP, diar kostnaden att ta sig fran en stad till en
annan ar oberoende av fardriktningen, kan antalet mojliga vagar halveras, vilket ger oss (n-
1)!1/2 mojligavagar. Da n véxer linjart kommer antalet mojliga véagar 6ka dramatiskt, sa redan
vid relativt sma varden pa n kommer antalet vagar vara oerhort stort. Detta resulterar i att det
ar ohallbart att undersoka alla mojliga kombinationer av noder och darfor far vi i manga fall

aven noja oss med endast en nira optimal [6sning.

n (n-1)!/2

3 1
5 12
7 360
10 181440
12 19 958 400
15 43 589 145 600
20 60 822 550 204 416 000
25 310 224 200 866 620 000 000 000
30 4 420 880 996 869 850 000 000 000 000 000

Tabell 4.1: Illustration av hur snabbt antalet mojliga vdgar okar i forhallande till antalet
stider da alla stider star i forbindelse med varandra.

| Figur 4.1 illustreras ett enkelt exempel pa TSP med fem noder. Den markerade vigen
uppfyller kravet for en Hamilton cykel, da den besoker samtliga noder endast en gang vardera
och inte utnyttjar nagon kant mer dn en gang. Vidare kan vi enkelt resonera oss fram till att
den markerade vigen ar en optimal 16sning dd summan av de fem kortaste kanternas vikter
ger virdet nio. Dettaimplicerar i sin tur att det inte kan existera nagon vag med ldgre kostnad
annio. Da losningen i Figur 4.1 har kostnaden av just nio kan vi alltsi dra slutsatsen att vi har

funnit en optimal vig.
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Figur 4.1: TSP med fem stdder. Den kortaste (optimala) vdgen dr markerad med feta linjer.

4.2 8-queen problem

Forsta kianda forekomsten av 8-drottningsproblemet dr en publicering i en tysk schacktidning
ar 1848 och det drojde tva ar innan ala 92 mojliga l6sningarna pa problemet var kartlagda.
Problemet generaliserades i borjan av 1900-talet till ett n-drottningproblem och med hjilp av
dagens algoritmer, exempelvis random-restart hill-climbing vilket tas upp i kapitel 5.1, har en
|6sning funnits da n &ar lika med tre miljoner pa under en minut. [2]

Sjalva problemet gar ut pa att placera n drottningar pa ett n * n stort schackbrade pa ett
sadant sitt att ingen drottning hotar ndgon annan drottning. En drottning hotar en annan pjas
placerad pa samma rad, kolumn eller diagonal.

Aven detta problem vixer till ofantlig storlek da n vixer. Vid atta drottningar finns det
totalt

2 I
2 g» 1,78* 10"
a9

majliga kombinationer. Genom att sitta ut en drottning i taget pa sadant sitt att ingen
drottning hotar nagon annan har antalet kombinationer minskat till 2057 st vilket ar klart
overkomligt. Om vi diaremot |4t n ga mot 100 skulle det totala antalet mojliga kombinationer
bli ungefir 10°® och det reducerade antalet cirka 10°* [2]. Aven det mindre antalet av dessa

kombinationer resulterar i en sokrymd si stor att vi kan bortse fran de blinda sskmetoderna.
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Figur 4.2: En av de 92 Igsningarna till 8-drottningsproblemet.

4.3 Satisfiability problem

Satisfiability (SAT) problemet ir ett fundamentalt problem inom matematisk logik. Problemet
gar helt enkelt ut pa att finna en satisfierbar 16sning till ett sammansatt uttryck. Liksom de
tidigare problemen vi tagit upp i detta kapitel vaxer sokrymden exponentiellt med antalet
variabler i uttrycket. Inom logiken kan en variabel endast ha tva virden, sant eller falskt, men
trots detta blir antalet kombinationer snabbt ohanterligt. Exempelvis skulle ett SAT problem
med 100 variabler resulterai sskrymd innehallande 2'® ~ 10% tillstand.

Uttrycket som ska satisfieras ar ett booliskt uttryck, som bara kan anta vardena sant eller
falskt. Ett exempel pa ett sddant uttryck med 3 variabler skulle kunnavara

F(X) = (@x, U@x, Udx,) U(@x, Ux, UDX,)

19



M

~
=

N

ninunwnmnmmm|Xx
ninmmnoun|n[/mmRe
nwimunmun|m|in|T|&
T|mmmmn|min

Tabell 4.2: Sanningstabell for F(X). Som synes finns tvi olika lssningar som satisfierar

F(>'<), en ndr X;=X,=Xs=F och en ndr x;=xs=F och x,=S.

Vad som skiljer SAT fran de ovanniamnda problemen, ar att valet av heuristisk funktion inte
alls ar uppenbart. Da uttrycket som ska satisfieras i sig endast kan returnera sant eller falskt,
innebar det att alla tillstand som inte satisfierar uttrycket ar likvardiga, och det gar inte att
enkelt skilja pa ”battre” och ”simre” tillstand. Pa grund av detta kraver skapandet av den
heuristiska funktionen ett annorlunda tankesitt gentemot exempelvis TSP, vilket ligger

utanfor denna uppsats.
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5 Optimering med heuristik

| kapitel 3.2 (Sokning med heuristik) behandlade vi agoritmer vilka systematiskt traverserade
ett soktrad och utifran varje nod tog ett beslut angaende fortsatt fardriktning. Under hela
farden mot l6sningen lagrades alla noder pa den aktuella vagen genom soktradet och nar
malnoden funnits motsvarar den tillfélligt lagrade vagen var sokta losning. | de fall vi inte ar
intresserade av vagen till en sokt 16sning utan enbart |6sningen gélv behover inte den aktuella
vagen lagras, vilket gor de algoritmer som baseras pa detta vildigt minnessnala. Algoritmer
inom denna genre kallas ofta lokala sokmetoder (Local search) och de ror sig, precis som
heuristiska problemlsningsalgoritmer (Kapitel 3.2), generellt sett endast till intilliggande
tillstand®.

| Figur 5.1 illustreras tillstandsrymden, det vill siga ala méjligatillstand, for ett problem i
horisontell led och i vertikal led evalueras tillstdndens lamplighet i forhallande till méalet med
hjalp av en objektiv funktion. Vid lokala sckmetoder forsoker vi na det globala maximet, eller
I vissa fal det globala minimet, di det representerar den optimaa [6sningen.
Tillstdndsrymden nedan ar synnerligen enkel och speglar fa verkliga problem da varje
tillstand hiar endast har tva intilliggande tillstand, men exemplet fungerar bra for att illustrera
principen. Samtliga optimeringsalgoritmer i detta kapitel kan jamforas med en forflyttning
lings funktionskurvan med syftet att finna det globala maximet. Dock vill vi én en gang
poangtera att vart exempel ar vildigt forenklat, da verkliga tillstand i de flesta problem har
fler an tva intilliggande tillstand och det kan existera cykler bland dem. Antalet riktningar och
dimensioner 6kar da snabbt vilket gor att en sadan tillstandrymd med tillhérande objektiv
funktion kraver illustrationer med hjalp av hyperytor.

® Ett tillstand T ér i fallet med 8-queen problemet en viss uppstillning av de atta drottningarna pa schackbridet.
Ett intilliggande tillstand till T har samma uppstéllning men dir en drottning flyttats pa nagot sitt. Noteras bor
att tillstand ar problemspecifika, och det 4r siledes svart att ge en allmin definition av ett tillstand.
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OB IS Fodiin En-dimenzionell tillstandsrumd

Glabalf maxima E

Tillstandsrymd

Figur 5.1: Exempel pd en en-dimensionéll tillstandsrymd ddr hojden motsvarar vdrden pd

den objektiva funktionen. Globalt maxima innebdr den optimala losningen.

| det hdr kapitlet kommer vi att ta upp nagra vanliga lokala sokalgoritmer for optimering —
hill-climbing, simulated annealing och tabu search — och nagra av deras varianter. Vi kommer

att dra paralleller till Figur 5.1 for att illustrera algoritmernas arbetssitt si lattforstaeligt som
mojligt.

5.1 Hill-climbing

Hill-climbing paminner mycket om greedy best-first, som vi behandlade i kapitel 3.2.3, i det
avseendet att algoritmen altid stravar efter att na ett bittre tillstand i jamforelse med det
nuvarande. Skillnaden ar att da local search algoritmer inte haller reda pa viagen fram till
nuvarande tillstand saknar hill-climbing mojligheten att ga tillbaka och préva alternativa
vagar. Denna svaghet resulterar i att hill-climbing liksom flertalet applikationer for numerisk
optimering inom industrin latt fastnar i lokala maxima [3].

Namnet hill-climbing implicerar ett maximeringsproblem, men det kan likaval tillampas pa

minimeringsproblem, antingen genom att negera den objektiva funktionen eller genom att

22



soka det globala minimet. Detta skulle kunna kallas hill-descending, men det alméinna
namnet ar hill-climbing och vi kommer siledes att hélla osstill detta.

Om vi applicerade hill-climbing pa tillstandsrymden tillhérande Figur 5.1 och det
markerade nuvarande tillstandet, skulle algoritmen ha tva vigar att vilja mellan — den kan ga
upp till vanster mot ett hogre viarde pa den objektiva funktionen, eller till hoger mot ett lagre
virde. Med dessa tva fardriktningar kommer hill-climbing att réra sig mot det |okala maximet
da det for stunden ser mest lovande ut. Algoritmen kommer siledes att kora fast i det lokala
maximet och terminera.

Om vi fortsitter att dra paraléller till Figur 5.1, si kan vi enkelt dra slutsatsen att det
erhdllna maximet endast beror pa vilket starttillstand som valts. Det dr dessutom ofta valdigt
svirt att veta vilket starttillstand som bor viljas for att algoritmen inte ska fastna i ett lokalt
maxima. Pi grund av detta finns flertalet metoder for val av starttillstand, alt ifran helt
slumpmassiga till mer problemspecifika. Dessutom tillampas a goritmen ofta med flera olika
starttillstand med syftet att fa spridning 6ver hela tillstandsrymden eller om mojligt ringa in
det globala maximet.

Random restart hill-climbing ar en itererad variant av hill-climbing, som vid varje iteration
slumpar ut ett nytt starttillstand. Till skillnad fran hill-climbing ar random restart hill-climbing
komplett, av den enkla anledningen att alla mojliga starttillstand s& smaningom kommer att ha
genererats. Det kan forefalla som ett ineffektivt sitt, men for vissa optimeringsproblem sisom
8-queen har det visat sig ytterst effektivt. Aven di antalet drottningar 4r si hogt som tre
miljoner finner random restart hill-climbing en 16sning inom en liten tidsram. Algoritmens
effektivitet beror dock till stor del pa tillstandsrymdens utseende och fungerar som bast da
antalet lokala maxima ar litet. [2]

Stochastic hill-climbing och first-choice hill-climbing ar ytterligare tva varianter av hill-
climbing vilka lampar sig i vissa specifika fall. Stochastic hill-climbing valjer slumpmassigt
en av de viagar som leder till ett battre tillstand. | vissa fall kan sannolikheten for ett val
baseras pa hur mycket biattre ett val ar i forhallandetill de dvriga. First-choice hill-climbing ar
en pabyggnad av stochastoc hill-climbing diar de narliggande tillstinden evalueras i
slumpmassig ordning tills det att ett tillstand som ar bittre dn det nuvarande erhills. Da

antalet intilliggande tillstand &r stort 4r denna metod en bra strategi [2].
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511 Local beam

Local beam search hiller reda pa k olika tillstand, istillet for bara ett. Vid varje steg av
algoritmen genereras alla intilliggande tillstand till alla k nuvarande tillstind. Om ett av de
genererade tillstanden ar ett mal si avbryts algoritmen, annars viljs de k basta tillstanden ut
fran miangden av alla intilliggande tillstand och sedan upprepas allt. Detta kan liknas vid k
parallella hill-climb algoritmer vilka samarbetar genom att koncentrera sina anstrangningar
dar mest framsteg gors. Tyvirr resulterar detta ofta i att algoritmen snabbt 6verger en stor
sokrymd for att helt och héllet koncentrera sig pa en mindre sokrymd. Detta gor i Slutindan
ofta local beam till en nagot effektivare version av hill-climbing fast till en kostnad av mer

minnesanvandning.

5.1.2 Stochastic beam

Stochastic beam search ir i forsta hand en vidareutveckling av local beam search som bygger
pa stochastic hill-climbing fast med en liten mojlighet att aven vilja ett simre tillstand. | stéllet
som med local beam vilja de k bastaintilliggande tillstanden, viljs nu tillstand slumpmassigt
dar sannolikheten for att vilja ett specifikt tillstand ar en funktion av tillstandets lamplighet.
Detta arbetssitt paminner lite om det naturliga urvalet genetiska algoritmer tillampar vilket vi

kommer att ta upp mer om i kapitel 6.

5.2 Simulated annealing

Den forsta beskrivningen av Simulated annealing®, SA, gjordes av Kirkpatrick 4r 1983. Sedan
dess har intresset 6kat och idag ses det som ett eget forskningsomrade med hundratals artiklar
publicerade varje ar [2].

SA liknar stochastic hill-climbing i det avseendet att algoritmen anviander sig av
sannolikheter. Algoritmen kan dven liknas med en kombination av vanlig hill-climbing och
s.k. random walk, dir random walk innebir helt slumpvis traversering. | SA evalueras de
intilliggande tillstanden ett i taget utan nagon speciell ordning. Det nya med denna algoritm &r
att ett samre tillstand kan accepteras, dock med en viss sannolikhet p som beror pa tiden som

passerat och hur pass mycket simre tillstandet ar,

_ 1
P = ——awy eany
1+e€ T

® Monte Carlo annealing, statistical cooling, probabilistic hill-climbing, stochastic relaxation och probabilistic
exchange algorithm &r andra férekommande namn.

24



dar eval (v) dr en evalueringsfunktion for ett tillstand v, v ar det nuvarande tillstandet, v, dr det
intilliggande tillstand som bearbetas for stunden och T ar en viss temperatur [3]. Vid
algoritmens start a&r T som hogst, och sannolikheten att vilja ett simre tillstind &n det
nuvarande ar da som hogst. T avtar direfter med tiden for att gradvis minska denna
sannolikhet till forman for de battre tillstanden. | Figur 5.2 illustreras ett exempel pa hur

sannolikheten for att gora ett simre val skulle kunna andrasi forhallande till tiden.

) Sannolikhet zom funktion av tiden
Sannolikhet

0.8 T T T T T T T T T

o b
S OO SRR SRR SRR SPRPRPR SEPPI
0.5
0.4
0.3
0,2

0,1

Tid

Figur 5.2: Sannolikheten att vdlja ett sdmre tillstand som en funktion av tiden.

Idén bakom SA harstammar fran metallurgin, dar annealing ar en process dir en metall
hettas upp for att sedan latas avsvalna med en viss hastighet. Processen avser harda metallen

och aterfinns aven inom termodynamiken vid skapandet av kristaller. Avsval ningens hastighet
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ar en kritisk faktor for hur mycket hardare metallen blir i lutdndan vilket dven galler i SA for
den funktion som har till uppgift att sinka T.

Ur implementationssynvinkel kraver simulated annealing mer arbete gentemot hill-
climbing di den dven kriaver en avsvalningsfunktion. Utseendet pa avsvalningsfunktionen &r
viktigt, da det gar att visa att om temperaturen sanks tillriackligt sakta, kommer SA hitta ett
globalt maxima med en sannolikhet som narmar sig 1 [2]. Samtidigt far temperaturen inte
gunkafor sakta, da algoritmen forlorar en del av sin effektivitet. En initialtemperatur T maste
aven bestimmas tillsammans med avsvalningsfunktionen for att maximera algoritmens
effektivitet.

5.3 Tabu search

En av de nyare lokala sokmetoderna ar tabu search som presenterades for forsta gangen ar
1989 av Fred Glover och sedan dess har intresset for algoritmen viéxt [2]. 1dén bakom tabu
search ar precis som simulated annealing att forsoka undfly lokala optimum i sokandet efter
det globala optimumet. Tillvigagangssittet skiljer sig daremot mycket da tabu search
anvinder sig av en si kallad tabulista dar nyliga tillstandsforandringar lagras. Precis som
simulated annealing viljs nya tillstand fran de narliggande, daremot finns ingen slump med i
bilden i standardutférandet och tabulistan blockerar vissa tillstand som inte far anvandas.

Ur en abstrakt synvinkel fungerar tabulistan som en slags lista over de tillstand som
algoritmen inte far anvanda for tillfallet. Ur implementationsmissig synvinkel ar det snarare
s att tabulistan lagrar de varden i beskrivningen av tillstandet som har dndrats nyligen och
inte far dndras igen pa ett tag. Det ar “tabu” pa dessa tillstand eller forandringar. Vidare
raderas gamla inldgg i tabulistan efter ett bestaimt antal iterationer i algoritmen, eller steg i
sokningen beroende pa betraktarens abstraktionsniva.

Da det &4r svart att beskriva tabu search med ord har vi valt att ge ett enkelt exempel som
visar pa algoritmens arbetssitt. Som problem har vi i detta exempel valt SAT (Satisfiability
problem, se kapitel 4.3) da det ar ett enkelt problem att dra en paralell till. Virdena pa
eva ueringsfunktionen for de olika narliggande tillstanden ar fiktiva da vart mal endast ar att
illustrera algoritmens arbetssitt och inte ett exempel taget fran verkligheten. | Figur 5.3 visas
ett exempel med ett slumpgenererat starttillstand dar en 1:a motsvarar sant och en O:a
motsvarar falsk. Varje evalueringsvirde motsvarar det nirliggande tillstind som ges vid
forandring av ovanstaende bit i det nuvarande tillstandet. Varje tillstand har fem nirliggande

sidana dar var och ett skiljer sig fran nuvarande tillstand med en bit. Det tillstand vilket har
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det hogsta evalueringsvirdet viljs till nytt nuvarande tillstand infor nista iteration och
markeras i tabulistan. Alla virden i tabulistan som skiljer sig fran noll minskas med ett for
varje iteration. Vi har valt tabulangden tre, vilket innebar att nir en bit dandras blir den
otillganglig under de nistkommande tre iterationerna. Notera att tabulangden dr avgorande for
hur effektiv algoritmen &r, vid en langd av fem i vart exempel skulle algoritmen avbrytas efter
fem iterationer och vid en lingd av fyra skulle den fastna i en cykel. Vidare skulle en

tabulangd pa ett resulterai ett beteende som &r snarlikt hill-climbing.

Iteration Nérliggande tillstandsrymd Tabulista

1 Starttilistand | 1 [ 0 |1]1] 0] [o][o]o]0]0]
Evaluering 4 6 3 6 7

2 Tilstand [ 12/ o0|1][1[1]| [o]o|o0]0]3]
Evaluering 5 4 9 3 -

3 Tillstand l1]/o]of1/1] [o]o|3]0]2]
Evaluering 4 10 - 7 -

4 Tillstand l1]1]ofa]1] [o]3]2]0]1]
Evaluering 1 - - 3 -

5 Tilstand [ 0| 1 |of1] 1] [3]2]1]0]0]
Evaluering - - -7 14

6 Losning lol1]o]1|/0] [2]1]0]0]3]

Figur 5.3: Tabu search exempel pa SAT-problemet med 5 variabler och med en tabuldngd pa

treiterationer.

Som manga andra algoritmer har det gjorts en del varianter for att forsoka oka dess
effektivitet. Ett vanligt tillagg ar evaluering av samtliga narliggande tillstand inklusive de som
ar forbjudna enligt tabulistan da ett av dem skulle kunna resultera i ett exceptionellt bra val.
Med ett exceptionellt bra val syftar vi pa val vilka ar langt battre dén de 6vriga och i dessa
specifika fall ignorerar algoritmen tabulistans blockering. Detta implementeras med ett

speciellt aspireringskriteria, som nar det uppfylls leder till att ett i normala fall forbjudet val
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gors. Det hir arbetssittet paminner om hur vi som manniskor fungerar i verkliga livet, om vi
ser en mojlighet ar det latt att glomma bort principernavilka vi vanligtvis lever efter. [3]

Ett annat vanligt tillagg for att forsoka fa en bredare sokrymd ar si kallat frekvensbaserat
minne. Frekvensbaserat minne vilket kan implementeras genom ett langtidsminne som haller
reda pa hur manga ganger en specifik bit har flippatsi fallet med SAT. Denna frekvens viktas
och kombineras med evalueringsfunktionens virde vid varje iteration for att pa sa sitt gynna
de minst anvianda bitarna och oka spridningen. Ofta anvands denna metod bara under

speciella omstandigheter, sisom dér allamojligaval leder till ett simretillstand. [3]
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6 Optimering med genetiska algoritmer

Charles Darwin presenterade ar 1859 sin teori om evolution utan vetskap om hur organismers
egenskaper fors vidare mellan generationer. | slutet av 1800-talet presenterade James Baldwin
en ytligt sett liknande teori diar han menade pa att en organisms anpassning till miljon kunde
paverka bade evolutionshastighet och -riktning. Det dréjde dock anda fram till mitten av
1900-talet innan Watson och Crick identifierade DNA -molekylens struktur. Vi vet idag att det
ar DNA-molekylerna som utgor vara gener och att det ar en kombination av foraldrarnas
DNA som avgor nista generations DNA. Pa detta sitt fors vara gener vidare fran generation
till generation och har sa gjorts sedan tidernas begynnelse. | enlighet med Darwins teori finns
vidare nagot som heter naturligt urval, vilket helt enkelt innebér att de starkaste 6verlever. De
organismer vilka har storst chans att 6verleva, mojligtvis tack vare gynnsamma egenskaper,
har ocksa storst chans att fora vidare sina gener till kommande generationer. Varje organism
kan sigas ha en viss ”lamplighet” for reproduktion, och egenskaperna hos organismer med
hogre lamplighet kommer ocksi att ha storre genomslagskraft i nasta generation. Mutation &r
ett annat viktigt begrepp inom evolutionsteori, dd uppkomsten av nya egenskaper hos en
organism i regel sker i samband med en mutation. Mutation kan sidgas vara kopieringsfel vid
kopiering av DNA-strangar, exempelvis vid fortplanting eller normal celldelning [4].

Allt detta som vi har nimnt ovan kommer igen inom evolutionir berikning. Evolutionar
berakning, eller Evolutionary Computing (EC), ér efterliknandet av det naturliga urvalet, som
Darwin presenterade i och med sin teori om evolution, pi en sokmetod [7]. Genetiska
agoritmer (GA), som vi ska ta upp i detalj i det har kapitlet, 4r en klass av algoritmer
tillhorande EC vilka modellerar genetisk evolution.

GA skapades pa 1960-talet av flertalet oberoende forskargrupper men implementerades
forst pa 1970-talet av John Holland [3], [4]. John Hollands primira mal var att studera en
simulerad organisms anpassning till forandringar i miljon. Sedan dess har GA utvecklats for
att 16sa olika typer av problem och sjilva begreppet GA skiljer sig idag starkt fran John
Hollands originalidé.

| detta kapitel kommer vi att ta upp de olika delarna av GA — representation, population,
lamplighet, urvals- och reproduktionsoperatorer — dels genom enkla exempel men ocksa

genom att dra paralleller till evolutionsteorin, for att sedan knytaihop alt i ett stort exempel i
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Slutet av kapitlet. Detta sista stora exempel syftar till att skapa forstaelse for hur ala
bestandsdelar hos en genetisk algoritm samverkar.

6.1 Representation

Med representation inom GA syftar man till den datastruktur vilken anviands for att
representera en tankbar 16sning och mappningen av tillstand i tillstandsrymden till denna
datastruktur. Antalet olika representationer ar lika manga som vi kan komma pa och da valet
av representation dr en viktig faktor, kanske den viktigaste, for effektiviteten hos den
genetiska algoritmen skall vi i detta kapitel presentera tva vanliga representationssitt [4].
Silva representationen av en 16sning kan ses som en individs kromosom, individens samlade
egenskaper, som i sin tur ar uppbyggd av ett antal gener dar en gen representerar ett specifikt
karaktiarsdrag hos individen [7]. Vanligtvis representeras tinkbara losningar genom en
bitstrang av ett fixt antal bitar med en bestamd ordning, men pa senare tid har det dven
experimenterats med andra typer av representationsscheman.

Biniar kodning, eller binary coding, ar kanske det forsta och mest naturliga
representationssitt for manga, och det ar ocksa det vanligaste av flera anledningar. Den
ursprungliga anledningen ar att John Holland anvande denna typ av representation vilket fatt
till f6ljd att manga har gjort likadant [4]. Vidare klarar biniar kodning av att utnyttja hela
kapaciteten hos den bitstraing som representerar en l6sning. Trots detta finns det ofta battre
representationssitt for manga problem. Problemet med binar kodning ér att en liten férandring
hos en kromosom kan fa stort utslag for dess lamplighet. [8]

Gray coding minimerar problemet med biniar kodning di en liten forandring hos
kromosomen avspeglar sig som en liten [amplighetsférandring. Tanken bakom gray coding &r
att minimera det s.k. hamming distance, det vill siga att minimera antalet bitférandringar hos
en bitstrang som andrar virde till ett av dess nirliggande varden. | Figur 6.1 illustreras
hamming distance for binary coding och gray coding dar vi tydligt se att en liten féranding av
det numeriska vardet av gray coding resulterar i en liten forandring i hamming distance vilket

ar onskvirt.
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3 Hamming distance
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Gray coding

Humerizkt wirde

Figur 6.1: En jamforelse av hamming distance mellan binary coding och gray coding.

For att tydligare pavisa vad som menas med hamming distance har vi i Tabell 6.1
representerat de numeriska vardena noll till och med su med hjdlp av de olika
kodningsteknikerna. En fetstilt siffra representerar en foérandring gentemot det foregiende
numeriska vardet, antalet forandringar mellan tva varden motsvarar hamming distance mellan
deolika vardena vilket vi grafiskt visade i Figur 6.1.

Numeriskt | Binary | Gray
0 000 000
1 001 001
2 010 011
3 011 010
4 100 110
5 101 111
6 110 101
7 111 100

Tabell 6.1: Binary och gray coding.
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6.2 Population

En population bestar av en miangd individer som genom evolution utvecklas for att pa sa sitt
anpassa sig efter radande forhallanden. Inom GA utgor en population en mangd tinkbara
l6sningar som genom evolution ar tinkt att utvecklas for att frambringa béttre 16sningar.
Storleken pa populationen ar en viktig faktor for effektiviteten, en stérre popul ation kan ticka
av en storre del av tillstandsrymden. Samtidigt medfér en stérre population  att
berakningstiden for varje generation forlangs vilket i slutindan kan resultera i simre
prestanda. Det d&r med andra ord en tradeoff mellan berékningstiden for varje generation samt
hur méanga generationer som kommer att behéva genereras innan en tillrackligt bra l6sning
erhélles. | de fall populationen &r liten kan vi 6ka chansen for mutation (se kapitel 6.5.2) for
att pa sa sitt tvinga algoritmen att soka av ett storre omrade av sokrymden. [7]

Vid skapandet av initialpopulationen, den population som algoritmen startar med, bor
malet i de flesta fallen vara att generera tillstand med en si stor spridning éver den totala
tillstandsrymden som mojligt. Ofta slumpas tillstanden ut for att pa sa sitt forsoka uppna en
god spridning och en enhetlig bild av sokrymden. | de fall man har tillgang till en heuristisk
funktion kan initialpopulationen riktas in for att redan fran borjan koncentrera sig pd omraden
déar goda losningar verkar ha storre chans att forekomma. Nackdelen med detta senare sitt att
vilja initialpopulation ar att det kan lura in algoritmen pa fel spar, vilket ofta leder till
minskad effektivitet. [7]

6.3 Lamplighetsfunktion

Lamplighetsfunktionen, &dven kallad fitnessfunktionen, ar kanske en av de viktigaste
byggstenarna hos en genetisk algoritm da den ligger till grund for galva evolutionsprincipen
inom GA. Likt den objektiva funktion som anviandes vid heuristisk optimering &r
fitnessfunktionens uppgift att avgora hur bra ett tillstand, kromosom, ar i forhallande till den
optimala losningen. Fitnessfunktionen &r, vilket vi namnde ovan, en central del i
evolutionsmekanismen da den anvinds av urvalsoperatorerna, reproduktionsoperatorerna
samt kan aven forekomma som en faktor vid mutation. Fitnessfunktionens uppgift dr siledes
att mappa en kromosom till ett reellt tal vilket i sin tur anvands for att bedoma hur bra den

specifika kromosomen ar som en 16sning. [7]
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Vid implementation av fitnessfunktionen kriavs en djup insikt om den genetiska
algoritmens arbetssitt samt en god forstaelse for gilva problemet. Det ar vidare viktigt att
funktionen ar effektiv i avseende pa korrekthet, men dven i avseende pa exekveringstid. |
manga fall kommer nimligen den storsta delen av den genetiska algoritmens exekveringstid
spenderas pa evaluering av tillstand med hjélp av fitnessfunktionen. Ett sitt att dra ner pa den
tid som spenderas pa evaluering ar att anvanda sa kallad inkomplett evaluering, dar
evaueringen endast dr ett uppskattat eller relativt varde. Enda kravet ar i dessa fall att
algoritmen fortfarande kan skilja en sémre |6sning fran en battre. [3]

I mangafall ger fitnessfunktionen for litet utslag vid en forbattring av kromosomens gener.
Flera metoder for att skala om fitnessvirdet existerar och de tre vanligaste ér linjar skalning,
sigma trunkering samt exponentiell skalning. Linjar skalning ger

t‘=a*t +b
diar a och b ar konstanter ofta valda pa si sitt att det nya fitnessvardet speglar storre
forandringar vid nira optimalalosningar. Ett problem ar att linjar skalning kan infora negativa
fitnessvirden vilket leder till specialfall. Sigma trunkering ar en vidareutveckling av linjar

skalning dar negativa viarden undviks, matematisk ger det
£ =f+(f-a*s)
dir o 4r ett litet heltal, o 4r populationens standardavvikelse och f 4r populationens

genomsnittliga fitnessvirde. Eventuella negativa fitnessvirden sitts vanligtvis till noll. Den
exponentiella skalningen ér helt enkel

dar k ar ett decimaltal storre an ett. [8]
6.4 Urvalsoperatorer

Urvalsoperatorer syftar till att vilja ut de individer hos en population vilka skall fa chansen att
fora sina gener vidare till nista generation. Urvalsoperatorerna kan delas in i tva typer,
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sannolikhetsbaserad och rationell”. Sannolikhetsbaserade medfir att éiven de mindre lampade
kromosomerna far en chans att féra sina gener vidare medan rationella typer endast later de
mest lampade fora sina gener vidare. Given samma population kommer ett rationellt urval
altid vilja ssmma individer for reproduktion varje gang medan ett sannolikhetsbaserat urval
kan vilja ut olika individer for reproduktion vid olika tillfallen. Den rationella typen tenderar
att ha kortare exekveringstid én den sannolikhetsbaserade. Implementation av de rationella
urvalsoperatorerna tenderar dessutom att resultera i snabbare koncentration av populationen
inom ett mindre omréade vilket bade kan vara en férdel och nackdel. [3]

Det finns en rad olika tekniker och vi skai detta kapitel ga igenom de vanligaste och mest

forekommande.

6.4.1 Slumpmaissigt
Slumpmissigt urval dr den enklaste typen dir fitnessfunktionen ignoreras helt varpa alla

kromosomer far en lika stor chans att viljas ut for reproduktion, bra som dalig.

6.4.2 Proportionellt

Proportionellt urval var en tidig och vanligen implementerad teknik som sedan dess har
minskat i popularitet. Denna urvalsteknik resulterar i att en mer lampad individ, 16sning, far
en storre chans att féra sina gener vidare gentemot en simre. Sannolikheten for att en individ
skall viljas star i direkt proportion till dess fitness i forhallande till populationens

sammanlagda fitnessvarde. Matematiskt uttryckt ger detta

P = 10%)
a. fx)

dar x dr en individ i populationen, f ar fitnessfunktionen, N &r antalet individer i populationen
och dlutligen ar P sannolikheten for att vilja en specifik individ for reproduktion. Detta kan
resultera i att en eller flera individer helt dominerar urvalet och pa grund av detta
implementeras ibland en begriansning for hur manga ganger en specifik individ far bli vald for

reproduktion.

"1 flertalet bocker kallas dessatva typer for stokastiska (stochastic) respektive deterministiska (deterministic).
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6.4.3 Turnering

Turneringsurval dr en metod som r tiankt att minska chansen for att mindre lampade individer
ska kunna fora sina gener vidare, utan att nagon av de mest |ampade individerna blir for
dominant i efterfoljande generationer. Urvalet kan ga till pa flertalet sitt men vanligen viljs
slumpmassigt k (vanligtvis tva) individer fran populationen varpa dessa tavlar mot varandra
om chansen att féra sina gener vidare. Det finns ett flertal varianter pa hur denna tavling gar
till och vi skall hir ta upp tre metoder.

Den enklaste metoden for tavling ar helt enkelt att lata den individ med hogst fitnessvarde
vinna[7]. En nagot mer utvecklad metod &r att infora ett gransvarde j, pa lat siga 0.75, varpa
vi slumpar ett viarder dar 0<r < 1. | defall r <j viljs den individ med hogst lamplighet ut for
reproduktion och i évriga fall ges chansen till den mindre lampade individen [4]. Den tredje

och sista metoden vi tinkt ta upp ar ursprungligen hamtad fran simulated anneling

1
f(m)- f(n)
l1+e T

P(m,n) =

dir m och n édr de tva tavlande individerna, f ar fitnessfunktionen, T ar den sunkande

temperaturen (se kapitel 5.2) och P ar sannolikheten for att vélja individ n for reproduktion
[8].

6.4.4 Rankbaserat

Rankbaserat urval skiljer sig fran de urvalsmetoder vi namnt ovan da chansen att bli vald inte
ar direkt kopplat till en individs fitness. Vid rankbaserat urval rangordnas populationen efter
individernas individuella fitness, diar en hog rank motsvarar ett hogt fitnessvirde. Individens
rank avgor sedan dess chans att bli vald for reproduktion till skillnad mot foregaende metoder
vilka direkt baserade sig pa individens fitnessvarde. Sannolikheten for att en individ ska bli
vald kan siledes ses som en funktion av dess rank. Den hir funktionen kan se ut pa en mangd
olika sitt, men delas oftain i grupper om linjara och icke-linjara.

En enkel linjar funktion for detta andamal kan se ut pa foljande sitt

P(r)=a- (r-1b
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dar r ar en individs rank, a dr sannolikheten for att den bésta individen skall viljas, g dr en
skalfaktor och P ar sannolikheten for att en individ med en specifik rank ska viljas. Vidare

skulle en icke-linjar funktion kunna se ut pa foljande vis

P(r)=1(-1)""

dar A dr en faktor som avgor hur snabbt sannolikheten for urval ska avta med simre rank. [8]

6.4.5 Elitiskt

Elitiskt urval skiljer sig fran de 6vriga metoder da den aldrig anvinds ensam utan som ett
komplement till de 6vriga metoderna for att 6ka effektiviteten hos den genetiska algoritmen.
Idén med €litism ar att lata ett antal individer 6verleva mellan generationer for att pa sa sitt
sikerstilla att den eller de bista individerna hos en population inte forsimras genom
evolutionsmekanismerna. Till evolutionsmekanismer riknas reproduktionsoperatorer som
exempelvis cross-over och mutation (se kapitel 6.5). Detta gors enkelt genom att den basta

eller nagraav de basta individerna kopieras direkt till niasta generation.

6.5 Reproduktionsoperatorer

Sihar langt har vi tagit upp representation, population, lamplighet och urval. Men en genetisk
algoritm fungerar inte med enbart detta, utan det maste till nagot som for gener vidare mellan
generationer. Nya individer maste generas pa nagot sitt, och detta sker pa liknande sitt som i
naturen genom parning. En heuristisk algoritm kan pa ett enkelt sitt generera en individs barn
efter ett fordefinierat och problemspecifikt system. Reproduktionen hos heuristiska a goritmer
kan ses som en asexuell reproduktion, dar varje barn ar en kopia pa foéraldern med en smarre
forandring i nagon gen. En genetisk algoritm daremot kan inte givet en specifik individ direkt
avgoravilka dess barn eller efterfoljare ar. De genetiska algoritmerna anvander sig tillskillnad
fran heuristiska algoritmer vanligtvis av en sexuell reproduktion vilket innebar att foréldrar
kombineras for att generera avkomma vilket ger att mangden mojliga barn okar kraftigt.

Vi skai detta kapitel ta upp de tva vanligaste operatorerna for reproduktion, cross-over och

mutation, samt nagra olika varianter av dessa.

6.5.1 Cross-over
Cross-over ar en typ av reproduktionsoperator vilken har till uppgift att kombinera generna

fran tva foraldrar for att skapa nya individer vilka kommer att utgora nista generation. Da tva

36



foraldrar valts ut for reproduktion sker cross-over mellan dem med en viss sannolikhet p, och
i ovriga fall fors bada foraldrarna vidare till ndsta generation [7]. Vanligtvis resulterar en
cross-over med tva foraldrar ocksa i tva avkommor for att pa sa sitt garantera att inga gener
gar forlorade i generationsskiftet. De typer av cross-over vilka vi kommer att ta upp nedan
kan inte appliceras pa alla typer av problem, exempelvis som i fallet med TSP. | vissa
specidfall kommer niamligen dessa traditionella metoder for cross-over bryta mot
representationens restriktioner om inte dessa tas i beaktning. | de flesta fallen har namligen
representationen av en kromosom en mangd regler som definierar kromosomernas utseende.
Vid exempelvis TSP maste varje stad representeras en och endast en gang i varje kromosom,
och en traditionell cross-over ignorerar detta faktum totalt. Anviandningen av traditionell
cross-over pa TSP kommer siledes leda till inforandet av ogiltiga kromosomer vid
generationsskifte. Vi kommer att ta upp mer om anvindandet av cross-over vid TSP i kapitel

7.2.2, ochriktar har in oss mer pa de mer allmanna metoderna.

6.5.1.1 One point

One point cross-over ar den enklaste typen av cross-over diar en slumpad position vid varje ny
reproduktion avgor hur avkommans sammansittning av gener kommer att se ut. Positionen
vilken slumpats ut kommer att avgora en grans och de gener som kommer efter denna grians
kommer att byta plats med partnerns motsvarande gener for att pa si sitt generera tva
avkommor. Sin enkelhet till trots, anvands inte one point cross-over sirskilt mycket i dagens
GA applikationer [4].

Fordlder 1 Avkomma 1
[1]ol1]1]1]0]0]1 1jofif1fofof1]1]
Fordlder 2 Avkomma 2
Lijtiafrjofojin 1/1[1fafalelof1]

Figur 6.2: Exempel pd one point cross-over, ddr den slumpgenererade positionen dr tre.

6.5.1.2 Two point
Two point ir, tillsammans med uniform, en av de pa senare tid mest anvanda metoderna for
cross-over och ar ett sitt att komma runt en del av problemen som one point cross-over dras

med [4]. Tekniken som anvinds for two-point dr valdigt lik one-point med skillnaden att vi nu
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arbetar med tva slumpartade positioner. Generna som ligger i substraingen mellan de
slumpade positionerna skiftas med partnerns motsvarande gener for att producera avkomma.

Fordlder 1 Avkomma 1
[1]o]1]1]1]0]0]1 1/0]1]1/oJofo]1]
Fordlder 2 Avkomma 2
Liltf1frjojoj11 11 fafafafolnfn]

Figur 6.3 Exempel pa two point cross-over, ddir de slumpgenererade positionerna dr tva

respektive fem.

6.5.1.3 Uniform

Uniform cross-over skiljer sig fran de ovanstdende metoderna da den anviander sig av en
slumpgenererad mask istillet for positioner. Masken ar en strang av ettor och nollor, dér varje
bit motsvarar en gen i kromosomen. Bitarna avgor fran vilken foralder en gen skall hamtas,
dir ettor och nollor representerar de tva olika foraldrarna, vilket resulterar i en korsning med

slumpmassigt antal korsningspunkter.

Fordlder 1 Avkomma 1
[1jof1]1]1]ojo[1fq w{afol1[1]1]0]1]1]
Fordlder 2 Avkomma 2
[1j11j1jojo[1 1~ Se1j1f11]of0olo]1]
Mask

[1]ef1]1]ofo]1]

Figur 6.4: Exempel pd uniform cross-over.

6.5.2 Mutation

Mutation ar en nodvandig metod for att tillfora nya genetiska egenskaper hos en population.
Utan chans till mutation &r vi helt beroende av att initialpopulationen har alla de genetiska
egenskaper som kravs for att na vart onskade resultat samt att vi inte férlorar nagon av dessa
under evolutionens gang. Mutation forhindrar dessutom att evolutionen stagnerar med tiden
for att pd sa sitt forsikra oss om mojligheten till fortsatt evolution. Forskning har visat att
sannolikheten for mutation bor vara som hogst i borjan av evolutionen for att direfter
successivt avta, en liknande stagnering har vi tidigare sett hos temperaturen i simulated
annealing [7].
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Vi skai detta kapitel ta upp tva vanliga typer av mutation — random och inorder - samt ge
konkreta exempel pa dessa, det skall dock namnas att det finns flertalet metoder for mutation

som vi inte har for avsikt att ta upp i denna uppsats.

6.5.2.1 Random
Vid random mutation utsitts varje enskild gen i en kromosom for en viss sannolikhet att
muteras. Denna sannolikhet ar i regel vildigt liten, for att undvika att bra lésningar forstors i

evolutionsprocessen. Dock kan sannolikheten for mutation vara stérre i borjan.

Ursprunglig gen Muterad gen
L1faiofrfofol1jo——(1]ojo1]1f1]1]0]
r ot

Figur 6.5: Random mutation med tre mutationer.

6.5.2.2 Inorder
Inorder mutation liknar random mutation till stor del, men mutation kan bara ske inom ett

slumpartat slutet intervall i en gen. Tva slumpgenererade positioner avgor inom vilka grianser

mutation kan ske, och inom detta begransade intervall tillampas random mutation.

Ursprunglig gen Muterad gen

(L] 1fofafelol1 o———{1]1frfofofo]1]o]
)

Figur 6.6: Inorder mutation med intervall fran 3 till 5 och 2 mutationer.

6.6 Exempel

For att visa hur en genetisk algoritm fungerar och hur dess olika delar interagerar med
varandra, ska vi i detta kapitel ge ett litet exempel pa ett generationsskifte i en enkel genetisk
algoritm. Som problem har vi valt 8-queens problem, som det gar att lasa mer om i kapitel
4.2, da det ar |latt att illustrera.
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Det forsta som maste bestimmas ar hur ett tillstand, eller individ, ska representerasi den
genetiska algoritmen. Varje kromosom kan exempelvis innehalla atta gener, dir varje gen
representerar en kolonn pa schackbridet. Genom denna representation skulle allatillstand dar
tva eller flera drottningar star pa samma kolonn automatiskt elimineras, vilket skulle resultera
i en mindre tillstindsrymd. Det ska papekas att det skulle fungera pa motsvarande sitt om
istéllet varje gen representerade en rad pa schackbradet. En annan mojlighet for att begrinsa
tillstandsrymden ytterligare ér att inte tilldta nagon drottning att std pa ssmmarad eller kolonn
som en annan. Denna implementation skulle dock kréava specialdesignade varianter av bade
cross-over och mutation. For att inte gora det hela alltfor komplicerat har vi darfor valt att lata
varje gen i en kromosom representera en drottning pa motsvarande kolonn, och att inte
begrinsa de individuella genernas virden pa nagot sitt. Varje gen innehéller ett heltal vilket

representerar den rad drottningen befinner sig pa.

Rad

I I N .

2 (X8 B e

3 |8 BN BN EEX

4 | N BN Kromosom

s R | x| < 50(5041(7)5
6

7 X Enskild gen
8

Figur 6.7: Representation av 8-queen problem som vi kommer att anvinda nedan i virt

exempel.

Till populationsstorlek har vi valt §u, mest for att hela populationen ska ga att illustrera
men samtidigt inte vara for liten, men en verklig implementation skulle dra nytta av en
betydligt stérre population.

Fitnessfunktionen vi kommer att anvianda oss av i detta exempel ar forhallandevis enkel

och ser ut pa foljande sitt

3

g 0
i=1 %]

_ed 9 1
98 25 2

dar k ar aktuell kromosom, d ar antalet drottningar, gi 4r gen i tillhérande kromosom k, och

h(k,g)) ar det totala antalet krockar for en specifik gen, drottning, g. For att fa lite storre



spridning pa fitnessvirdena har vi dven valt att infora en exponentiell skalning. For den
uppmirksamme lasaren framgér det kanske att en krock inte enbart utgors av direkttraffar
utan dven en bakomliggande drottning raknas som en krock. Vi anser detta vara en bra metod
eftersom fitnessfunktionen da speglar problemet pa ett battre sitt.

For urvalet har vi valt att anvinda ett proportionellt urval direkt baserat pa fitnessvardena,
beskrivet i kapitel 6.4.2, samt elitism, kapitel 6.4.5, diar den bésta individen ur en population
automatiskt gar vidare till nasta generation.

Reproduktionen sker med hjalp av one-point cross-over samt en liten chans for mutation.
Anledningen till valet av cross-over ar helt enkelt pa grund av att det ar enklast att illustrera.

| Figur 6.8 visas ett generationsskifte fran en generation N nasta generation N+1. f(k) &r
fitnessvardet for en kromosom K returnerat av fitnessfunktionen och P(K) dr sannolikheten for

en specifik kromosom k att bli vald till reproduktion.
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Figur 6.8: Ett exempel pd ett generationsskifte i en Genetisk Algoritm.
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7 Experiment

Som vi tidigare namnt, har vi utfort ett experiment dar vi har jamfort tva olika algoritmers
prestanda vid l6sning av Travelling Salesman Problem (kapitel 4.1). Som titeln pa uppsatsen
antyder har vi valt en algoritm som bygger pa heuristik, simulated annealing, samt en algoritm
som bygger pa evolutionir berikning. Malet med experimentet var att utrona hur dessa tva
algoritmer star sig gentemot varandra prestandamassigt vid applicering pa samma problem
samt att skapa en djupare forstaelse for algoritmernas funktion och hur de egentligen
implementeras.

Vi kommer att borja med att definiera problemet som ska l6sas, for att sedan ga in pa
implementationen av algoritmerna och de val vi gjort i samband med denna. Kapitlet avslutas

med en presentation av experimentets resultat och en diskussion kring detta.

7.1 Problemdefinition

Det problemet som vi har valt for vart experiment ar att48 som kommer fran TSPLIB, vilket
ar en samling av TSP problem med eventuella I6sningar. Att48 dr en av TSPLIBs manga
problem for vilken den optimala 16sningen redan ar framtagen, och &r definierad som 48 av
USA:s staters huvudstiader. Problemet algoritmerna hade till uppgift att 16sa var att pa sa kort
tid som mojligt ta fram en |6sning vilken ar minst 95% av den optimala strackan. En 16snings

forhallande till den optimalalosningen har vi valt att definiera pa foljande sitt

fg= 2

S

diar s ar strickan av losningen och opt ar den optimala strickan. Pa grund av detta
tillvagagangssitt blev det ett grundliaggande krav att den optimaa losningen redan var
framtagen. Ett alternativt tillvigagangssitt hade varit att uppskatta den optimala strackan och
utifran denna uppskattning pa samma sitt som ovan avgora nar vi natt en tillrackligt god
l6sning. Problemet med detta senare sitt ar att det ar mojligt att overskatta den optimala
l6sningen, dvs uppskatta den optimala [sningen till ett varde som ar lagre én den faktiska

optimala strackan, vilket kan leda till att algoritmens mal aldrig nis. Forutom dessa tva



namnda metoder finns det egentligen bara ett val kvar — brute force, som anvander en blind
sokmetod — vilket varken har med heuristik eller genetisk beridkning att gora.

Tanken med vart experiment var fran borjan att applicera algoritmerna pa flertalet olika
TSP-problem av varierande storlek, men pa grund av tidsbrist var vi tvungna att koncentrera
0ss pa enbart ett TSP-problem och valet foll da pa att48. Anledningen till att det blev just
detta problem ar helt enkelt att det pa intet sitt ar for litet eller for stort i forhallande till

experimentets tidsram.

7.2 |Implementation

Valet av programsprak for implementation av agoritmerna foll pd C++ dels av den
anledningen att det erbjuder den funktionalitet vilket kriavs for uppgiften samt dess goda
prestanda. Vi har ocksa stravat efter att lata de bada algoritmerna dela pa den kod som inte &r
specifik for galva algoritmen for att pa sa sitt eliminera eventuella skillnader i prestanda
orsakade av icke algoritmspecifika delar. Till denna gemensamma kod hor funktionalitet for
inlasning av TSP data samt beridkning av strackor vilka erbjuds av klasserna Distances och
Matrix. Efter inlasning av stider beriknas en avstandsmatris med avstainden mellan samtliga
par av stader, och tack vare denna |6sning behover inte avstanden beréknas varje enskild gang
utan kan enkelt nds genom matrisen. Berikningen av avstandsmatrisen ligger utanfor
algoritmernas exekvering och paverkar saledes inte tidsmatningarna.

Nedan foljer specifikaimplementationsdetaljer for respektive algoritm.

7.2.1 Simulated Annealing

Algoritmen for simulated annealing implementerades utifran en grundstomme vi hittade i
Zbigniew Michalewicz och D. B. Fogels bok [3]. Vi anvinde oss av tva klasser for detta,
State respektive SA. Klassen State representerar ett tillstand, en cykel i TSP-grafen, och
genererar dessutom sin efterfoljare, ett narliggande tillstand, genom att slumpartat byta
ordningen pa tva stider i cykeln. Klassen SA ansvarar for temperaturminskningen och
accepterandet av nista tillstand. Battre tillstind accepteras altid medan siamre tillstand

accepteras med sannolikheten

eval (Vc)' eval (Vn)
p=e T



dar eval(v) ar algoritmens eval ueringsfunktion och motsvarar ett tillstands totala stracka, v ar
det nuvarande tillstandet, v, det nya tillstandet och T &r temperaturen. Temperaturen T
initierades till |(di+dy+ds+ds) / In(0.5)| dér d; dr det lingsta avstandet mellan tva stdder och
d; det nastlangsta avstandet osv. Anledningen till att det 4r just de fyra langsta avstanden &r
att skillnaden mellan ett tillstand och ett narliggande maximalt kan skilja pa fyra da endast tva
stider bytt plats. Detta resulterar i att sannolikheten for att vilja ett simre tillstand
ursprungligen inte kan vara mindre én 50%. Temperaturen T avtar sedan procentuellt fran sin
initialtemperatur ner mot mintemperaturen beroende pa avsvalningshastigheten a vilken

beriknas genom ekvationen

In(minT)- In(initT)
a=e !

dar minT 4r minsta tillatna temperaturen, initT ar inititaltemperaturen, i dr antalet iterationer
algoritmen har pa sig for att T: initT—minT. minT har vi i varaforsok valt att sattatill 0.1 da
det ar tillrackligt litet for att eliminera déliga val i algoritmens slutskede och samtidigt stort
nog att inte resulterai en for snabb avtagning av T. Att inte T avtar for fort ar viktigt eftersom
algoritmen skall kunna ticka av en sa stor del av sokrymden som mgjligt och pa si sitt
undvika att fastna pa ett lokalt maxima.

| defall T=minT, dvs nar algoritmen gjort i iterationer, har vi valt att raikna detta som att
algoritmen fastnat pa ett lokalt maxima och avbryter darefter algoritmen automatiskt. Detta
leder till att varje testkorning av algoritmen med en specifik installning kommer resulterai ett
visst antal ’hiangningar”, dvs nir algoritmen fastnat i lokala optimum. Det hade galvklart
varit mojligt att lata algoritmen fortsitta kora tills den eventuellt hittar en 16sning. Men om
algoritmen verkligen fastnat i ett lokalt optimum nar T har natt sitt minvarde kommer den i
sidana fall att varafast i en odndlig loop. Detta beror pa att ett valdigt lagt T medfor en stort
sett obefintlig chans att vilja ett samre tillstand vilket kravs for att komma ur |okala optimum.
Allt detta resulterar i sin tur i oandliga tider. En odndlig tid kan inte redovisas som en del av
ett genomsnitt, da det skulle resulterai ett oandligt stort genomsnitt, aven om alla de 6vriga
tiderna dr laga och darmed andliga. Darfor har vi valt att inte inkludera hangningar i

tidsméatningarna, dock kommer vi redovisa antalet hangningar vid sidan om tidsmétningarna.

7.2.2 Genetisk algoritm
Implementationen av den genetiska algoritmen innebar att vi stilldes infér en mangd olika

vamojligheter vilket oundvikligen speglas pa agoritmens dutgiltiga effektivitet. Senare i



detta kapitel kommer vi att ga igenom dessa val och de bakomliggande anledningarna men vi
onskar aven podngtera att vart losningssitt pa intet sitt behéver vara det optimala
Grundstommen i var implementation ar hamtad fran idéerna vi beskrev i kapitel 6 med
undantag for crossover vilken kraver ett problemspecifikt tillvagagangssitt for att undvika
inforandet av ogiltiga kromosomer. Implementationen bestar av tre klasser, Chromosome,
Population och GA.

Klassen Chromosome representerar ett tillstand, individ, med funktionalitet for att orsaka
en genforandring, sa kallad mutation. Ur representationssynvinkel lagras TSP-cykeln i en
integer array dar varje stad forekommer en och endast en gang och ordningen pa stiderna i
arrayen anger ordningen i cykeln. Detta kallas path representation och &r en av tre vanliga
vektorrepresentationer for TSP[8]. Det ir dven den enklaste och mest rittframma av de tre.
Varje representation har sina egna specifika reproduktionsoperatorer som gar att applicera
endast pa den typen av representation de tillhor.

Det enklaste sittet att utféra mutation i en genetisk algoritm ar att helt enkelt andra en gens
virde slumpmassigt nagonstans i en kromosom, men da detta skulle infora ogiltiga vagar i
fallet med TSP, kravs en lite annorlunda form av mutation. En mutation gar darfor till pa sa
sitt att tva gener, stader, helt enkelt byter plats med varandrai arrayen.

Populationsklassen innehaller ingen funktionalitet i sig utan dess huvudsakliga uppgift ar
helt enkelt att representera en grupp individer som en enhet. Ett objekt av populationsklassen
representerar en generationsindivider.

Algoritmens huvudklass, GA, innehiller ovrig funktionalitet sisom urvalsoperator,
reproduktionsoperatorer saisom crossover och elitism och slutgiltigen fitnessfunktionen.

Fitnessvirdet f(x) for enindivid x i populationen beriknas enligt funktionen

&4 dist(x)?
f=ga =
¢ dist(x)

5

dar dist(x) ar langden av TSP-cykeln hos en individ x och k ar antal individer i populationen.
Virdet skalas sedan om genom att upphéjas till tre, for att 6ka spridningen pa populationens

fitnessvarden och pa sa sitt gynna de mer lampade individerna vid urvalet. Vi har anvant oss

8 De 6vrigatvé representationssitten r adjancency representation samt ordinal representation [8].
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av vanligt proportionellt urval, dir sannolikheten p(x) for att en viss individ x ska bli vald
definieras enligt funktionen

P =
& 1(x)

i=1

dar f(x) enligt ovan ar en viss individ x fitnessvarde och k ar aterigen antal individer i
popul ationen.

Till reproduktionsoperatorer har vi valt elitism, cross-over samt mutation, vilket vi
beskrivit ovan. Vi har anvant oss av 10% elitism, vilket innebr att de 10% bastaindividernai
populationen overfors direkt till nasta generation innan varken cross-over eller mutation
applicerats. Vid en populationsstorlek pa 100 skulle detta innebira att de 10 mest lampade
individerna overfors automatiskt och ofériandrade vid varje generationsskifte. Att vi valde en
procentsats beror pa att vi behovde lasa elitismen for att pa si sitt minska antalet variabler i
algoritmen, och det verkade rimligt att gora elitismen proportionerligt mot
populationsstorleken. Att det sedan blev just 10% beror pa att vi behévde ett virde som inte
var for litet och samtidigt inte for stort, och vi anser att 10% uppfyller detta krav. Vi har dock
inte undersokt detta genomgéaende, och om vi hade gjort det ar det mycket mojligt att vi hade
funnit battre varden.

For path representation finns det tre huvudsakliga metoder for att utfora cross-over. Dessa
ar PMX (Partialy-mapped cross-over), OX (Order cross-over) samt CX (Cycle crossover).
Alla dessa dr specifika for TSP, och bygger pa att inga ogiltiga cykler ska kunna skapas. For
vart experiment har vi valt OX, darfor att den enligt tidigare experiment har visat sig vara
11% mer effektiv an PMX samt 15% mer effektiv an CX [8]. Eftersom OX cross-over inte ar
helt trivialt, har vi valt att beskriva det ingdende med hjélp av bilder. Det gar att ldsa mer om
dettai [8].

Med OX cross-over byggs avkomman genom att en delsekvens av ena forilderns cykel
fors direkt over till avkomman, vartefter stader flyttas over fran andra foraldern i ordning sa
att inga dubbletter uppstéar i avkomman. Antag att vi har tva foraldrar, f1 och f2, dér vi valt ut
tva brytpunkter for att markera vart delsekvensen boérjar och slutar.

f1]/3 4 8|6 1 5|7 2| 2|5 7 1|3 2 6|4 8|

Stdderna mellan de tva brytpunkterna kopieras forst till respektive avkomma, al och a2.
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a1xxx615|xx| a2xxx326|xx|

Ett x i en avkomma betyder helt enkelt att det inte finns nagot varde i den genen én.
Néasta steg ar att kopierain varden med borjan vid den andra brytpunkten fran f2 ini al och
motsvarande mellan f1 och a2. For att enklare illustrera detta viljer vi ut sekvenserna av

stader f1” och f2’ fran de bada foraldrar med bérjan vid andra brytpunkten.

f'{7 2 3 486 15 f2(4 85 7 1 3 2 6

Nu elimineras de stader fran f1” och f2° som redan finns i a2 respektive al, for att undvika

inforandet av ogiltigatillstand. Detta ger oss f1” och 2.

f1"|7 4 8 1 5 f2'14 8 7 3 2

Slutligen kopieras alla virden fran f1” in i a2 med borjan fran andra brytpunkten i a2, och

motsvarande sker mellan f2”” och al, vilket ger oss den fardiga avkomman.

al|7 3 2|6 1 5|4 8 a2|8 1 5|3 2 6|7 4]

Namnet order cross-over kommer fran att metoden utnyttjar det faktum att stddernas ordning,
och inte deras enskilda positioner, ar vad som har betydelse [8].

Slutligen har vi infort nagot vi kallar stagneringskontroll, for att undvika hangningar i
algoritmen. Det dar namligen fullt mojligt att evolutionen sitts ur spel och utvecklingen stannar
upp av nagon anledning, och darfoér har vi infort en kontroll for detta. Om popul ationens
genomsnittliga lamplighet inte forbéttras over ett visst antal generationer antar vi att
utvecklingen stagnerat. Antalet generationer innan en omstart dger rum beror pa
populationsstorleken. En mindre population ger att ett storre antal generationer maste aga rum
innan en omstart. Detta forhallande ar naturligt dd@ en mindre population har simre
forutsittningar att forbattras gentemot en storre men samtidigt kriaver ett generationsskifte for
en mindre population proportionerligt mindre tid. Antalet generationer innan en omstart
berdknar vi med formeln

o(s) =150000/ s



dar s ar populationsstorleken. Att vi valde 150000 baserar sig pa det genomsnittliga antal et
generationer som kravs for att finna en l6sning innan det att vi valde att implementera
stagneringskontrollen. Nar stagnering sker slumpgenereras en ny population innan
exekveringen fortsitter med denna nya population, vilket vi kallar en omstart. Anledningen
till detta ar enkel — vi vill undvika alltfor stora variationer i tidsmétningarna som kan paverka
slutresultatet i hog grad. Detta kan jamforas med den hantering av hangningar vi inforde i
simulated annealing. Skillnaden ar att vi har genererar en ny startposition och fortsitter
exekveringen, medan vi i simulated annealing avbryter algoritmen vid hiangning. Vi kommer

givetvis att redovisa omstarterna vid sidan om évriga matningar for den genetiska algoritmen.

7.3 Experimentutforande

Experimentet utfordes pa en PC med en Intel Pentium 4 processor pa 2,4 GHz. For att
forsikra oss om att inte nagra bakgrundsprocesser paverkade vara tidsmatningar utférdes
matningarna direkt efter datorstart med hjalp av en Windows 98 CD i ”DOS-ldge”. Kallkoden
kompilerades med hjilp av C++ kompilatorn DJGPP 332b.

Eftersom béada algoritmerna arbetar med hjalp av slumpen valde vi att utfora ett nagot
hogre antal matningar d4n vad som vanligtvis ar brukligt for att pa sa sitt oka tillforlitligheten.
Antalet matningar som utfordes vid varje matpunkt var 50 stycken vilket dr hogre an de 25-30
vilket brukar foresprakas[9].

Parametrarna vilka anviandesi experimentet var foljande:

Simulated Annealing Intervall Steglangd
Avsval ningshastighet |[20000, 400000]| 20000

Genetisk Algoritm Intervall Steglangd
Populationsstorl ek [20, 220] 20
M utationschans [0.01, 1] 0.1

Tabell 7.1: Parameterinstdllningar for experimentet.
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7.4 Resultat

Figur 7.1 visar tiden som en funktion av avsvalningshastigheten for l6sandet av att48 med
hjalp av Simulated Annealing. Diagrammet visar forutom medelvardet for matningarna ocksa
det symetriska konfidensintervallet pa 95%. Avsvalningshastigheten anges i tusental och ett
lagt varde motsvarar ett hastigt avsvalningsforfarande.

Figur 7.2 visar hur sannolikheten for ett misslyckande beror pa avsvalningshastigheten. De
markerade punkterna motsvarar medeltalet for vara matningar och kurvan speglar en
uppskattning for att tydligare pavisa en trend. Precis som i Figur 7.1 ar
avsvalningshastigheten angiven i tusental och ett lagt virde motsvarar ett hastigt
avsvalningsforfarande.

Figur 7.3 visar tidsmitningarna for var genetiska algoritm som en funktion av
populationsstorlek och chansen for mutation. P4 motsvarande sitt visar Figur 7.4
sannolikheten for att en omstart dger rum i den genetiska algoritmen. Da det kan vara svart
jamfora en ytgraf med en vanlig tvadimensionell graf har vi dven tagit fram ett snitt ur
figurerna vid 0.6% mutationschans. Dessa visas i Figur 7.5 respektive Figur 7.6 och pa
motsvarande sitt som i Figur 7.1 &r ett symetriskt konfidensintervall pd 95% angivet for

tidsmatningarna.
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Figur 7.1: Tidsmditning av Smulated Annealing.
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Figur 7.2: Sannolikhet for hangningar med Smulated Annealing.
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Figur 7.4. Sannolikhet for omstart med genetisk algoritm.
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Genetisk Algoritm - Tid med 0,6% mutation
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Figur 7.5: Ett snitt av tiden vid 0.6% mutationschans for genetisk algoritm.
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Figur 7.6. Ett snitt av sannolikheten for omstart vid 0.6% mutationschans for genetisk

algoritm.
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7.5 Diskussion

En mycket viktig detalj i ovanstdende mitningar som tals att upprepas ér att den genetiska
algoritmens omstarter ar inraknande i tiden for att 16sa problemet. Detta galler inte for
Simulated Annealing dar tiden endast avspeglar de lyckade forsoken. For att vara nagorlunda
siker pa att na en l6sning med hjélp av SA behover avsval ningshasti gheten narma sig 220000
vilket ger en medeltid pa runt 11 sekunder. Jamfér man denna siffra med var GA:s bista
vérden vid en population pa 120 visar den ett medelviarde pa strax under 5 sekunder. Den
Genetiska Algoritmen &r saledes 6verlag snabbare an Simulated Annealing, och det gar att
diskutera hur var stagneringskontroll med tillhérande omstarter paverkar den Genetiska
Algoritmens tider. Vara erfarenheter visar namligen att GA:n tar lingre tid pa sig dn de
presenterade resultaten utan dessa omstarter, dock har vi inga siffror att visa som styrker detta
pa grund av tidsbrist. Under arbetets ging experimenterade vi dven med avsvalnande
mutationschanser och populationsstorlekar, men dessa plockades bort i slutskedet pa grund av
att det blev for manga paverkande faktorer i algoritmen. Det ska nimnas att avtagande
populationsstorlekar tenderade att forbattra al goritmens effektivitet. Det ska vidare namnas att
vi till en borjan hade en liknande implementering i Simulated Annealing med omstarter, men
di dessa forsimrade algoritmens tider avsevirt valde vi siledes att ta bort detta ur
implementeringen och sirbehandla sa kallade hiangningar”.

Experimentet visar dven att mutationen i den genetiska algoritmen inte har nagon
avgorande paverkan pa algoritmens effektivitet forutom for mindre populationer och sa lange
mutationschansen ligger over ett visst gransvirde. Det gar namligen att se att ytan i Figur 7.3
ar i princip platt i mutations-led forutom runt kanterna, det vill siga nar populationen blir
relativt liten samt nar mutationschansen ar nira noll. Vi vet inte hur nira noll
mutationschansen ska vara for effektiviteten ska paverkas negativt, dock vet vi att det sker
omkring 0.1%. Pa liknande sitt kan effektiviteten forvintas forsimras vid tillrackligt stora
mutationschanser, da slumpen far for stor inverkan pa algoritmen.

Vidare gar det att utlasa populationens betydelse for effektiviteten i Figur 7.3. Vi ser att
bade en for liten och en for hog population dr negativ medan det finns ett intervall daremellan
dir populationsvariationen har en mindre betydelse. Anledningen till detta ar att en liten
population har for dalig spridning och far det siledes svérare att konvergera och hitta en
l6sning. | en for stor population diaremot har en bra individ mindre att siga till om, och dess

gener har darfor svarare att sla igenom vid generationsskifte.



Slutligen gar det att diskutera omstarternas paverkan pa mutationens betydelse for
effektiviteten. Det kan diskuteras huruvida omstarterna eliminerar mutationens betydel se eller
€, men det kan sigas med sikerhet att omstarterna har nagon form av paverkan pa betydelsen
av mutationen. Aven valet av OX cross-over kan hiar spela en faktor for mutationens
betydelse. Da sittet denna skapar avkomma pa forandrar ordningen pa generna, kan en enkel
swap-mutation egentligen inte inféra nagot nytt som inte OX cross-over kan inféra. Trots
detta verkar en liten chans for mutation trots allt ha positiv inverkan pa algoritmens
effektivitet.

Det som talar for Simulated Annealing ar dess enkelhet, da gilva implementeringen var
vasentligt lattare gentemot var genetiska algoritm vilket kriavde langt fler arbetstimmar att
utveckla. Vidare har den genetiska algoritmen problemet med ett stort antal variabler
gentemot Simulated Annealing, vilket gor att det kravs mycket mer tid for finjustering av
variablernas virden for att utnyttja dess fulla kapacitet.

P4 grund av tidsbrist beskars experimentsdelen till att endast innefatta ett TSP-problem, en
av vara ursprungliga tankar var att testa algoritmerna pa en rad olika TSP-problem av
varierande storlek. Det hade ocksa varit intressant att prova andra tekniker for reproduktion i
den genetiska algoritmen for att optimera den ytterligare. Pa liknande sitt hade det varit
intressant att se hur en avtagande populationsstorlek avspeglas pa effektiviteten. Aven SA
algoritmen kan effektiviseras genom att dndra definitionen av ett narliggande tillstand. Istéllet
for att byta plats pa tva stader vilket resulterar i att tva till fyra vagar andras kan istéllet tva

vigar avlagsnas varpa tva nyavagar infors pa sa sitt att inga ogiltiga losningar skapas.
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8 Sammanfattande kommentarer

Sammanfattningsvis kan det sigas att optimering med heuristik samt evolutionar berakning ar
mycket intressanta metoder for [6sning av vildigt stora och komplexa problem. Det kan ocksa
sigas vara lite forvanande att algoritmer som faktiskt arbetar med hjilp av slumpfaktorer kan
vara si pass effektiva som experimentet faktiskt har visat. Att |6sa en 48-stads TSP exakt
skulle med brute force (blind sikning) ta éver 10 ar, vilket nog kan anses olssbart da
universums alder ir i storleksordningen 10" &r. Anda kan Simulated Annealing och
Genetiska Algoritmer hitta en 95% l6sning inom loppet av nagra fa sekunder.

Nar det giller gilva experimentet och forhallandet mellan Simulated Annealing och
Genetiska Algoritmer, visade sig de senare vara effektivare i vart experiment, dock visade de
Sig dven vara svarare och mer tidskravande att implementera gentemot Simulated Annealing.
Vidare ér det inte alls sikert att vara implementationer pa nagot sitt ar optimala, och tiderna
skulle sikerligen kunna pressas ytterligare. Det finns &ven manga andra intressanta algoritmer
som anviander sig av heuristik, bland annat Tabu search som ar deterministisk till skillnad fran
Simulated Annealing, och didrmed inte alls baserar sig pa slumpen. Hur star sig denna
gentemot de tva algoritmerna vi testat i vart experiment? Det finns saledes mycket mer som

skulle kunnatestas och jamforas.
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